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4. filtrace a markovské časy

1. posouzeńı spojitosti filtrace

2. posouzeńı, zda je náhodný čas markovský vzhledem ke zvolené filtraci

1. Necht’ Xt, t ∈ T je zleva spojitý proces. Ukažte, že filtrace FXt = σ(Xs, s ≤ t, s ∈ T ) je zleva spojitá.

2. Necht’ T = [0,∞). Ukažte, že existuje zprava spojitý proces X = (Xt, t ∈ T ) takový, že filtrace
FXt = σ(Xs, s ≤ t) neńı zprava spojitá.

3. Rozhodněte, zda existuje spojitý proces, který generuje netriviálńı nespojitou filtraci.

4. Bud’ N = (Nt, t ≥ 0) Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0 na (Ω,A, P ).

(a) Rozhodněte, zda FNt = σ(Ns, s ≤ t) je zleva či zprava spojitá filtrace.

(b) Ukažte, že Gt := σ(FNt ∪N ) je spojitá filtrace, kde N = {A ∈ A : P (A) = 0}.1

(c) Rozhodněte, zda Nt je Ft↑-adapovaný proces či Gt↑-adapovaný.

5. Necht’ 0 < Xn, n ∈ N jsou nezávislé náhodné veličiny s hustotou f(x) = λe−λx · 1[x>0]. Označme
τn =

∑n
k=1Xk a Nt =

∑∞
k=1 1[τk≤t] a FNt = σ(Ns, s ≤ t), t ≥ 0. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı časy

(a) τ1, τ2, X1, X2, 2X1, X1 + 2X2 markovské vzhledem k filtraci FNt , t ≥ 0.

(b) X1/2, τ1 ∧ 2, τ2 ∨ 3, τ1 ∨ (τ2 − 1), τ1 ∧ (τ2 − 1)+ markovské vzhledem k filtraci FNt , t ≥ 0.

(c) τ1, 2τ1 markovské vzhledem k filtraci FNt↑ , t ≥ 0.

6. Bud’ N = (Nt, t ≥ 0) Poisson̊uv proces a FNt = σ(Ns, s ≤ t). Ukažte, že FNτ1 = σ(τ1).

7. Necht’ Xn ∼ R{−1, 1} jsou nezávislé dvouhodnotové náhodné veličiny. Označme Sn =
∑n

k=1Xk.
Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı časy FXn = σ(X1, . . . , Xn)-markovské

(a) τ = inf{n ∈ N : Sn = 5}.
(b) ν = inf{n ∈ N : Sn < −3}.
(c) τ + ν, τ ∧ ν + 1, τ ∨ ν, τ ∨ ν − 1, 2τ − 1, τ 2.

1. Zobrazeńı τ : Ω→ T ∪ {∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ) na (Ω,A, P ), pokud

[τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T tj. č́ıtaćı proces 1[τ≤t] je Ft-adapovaný.

2. Necht’ τ je Ft-markovský čas, pak

Fτ = {A ∈ F∞ : ∀ t ∈ T A ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft}

je σ-algebra událost́ı do markovského času τ.

1Ukažte si doma, že B ∈ Gt právě tehdy, když existuje C ∈ FN
t taková, že B4C := B\C ∪ C\B ∈ N .


